El estudio de la teselaciones para la enseñanza de la geometría transformacional by Mejía, María Fernanda
EL ESTUDIO DE LA TESELACIONES PARA
LA ENSEN˜ANZA DE LA GEOMETRI´A
TRANSFORMACIONAL
Mar´ıa Fernanda Mej´ıa Palomino
Docente de la Institucio´n Educativa Escuela Normal Superior Farallones de Cali
Universidad del Valle
mafanda1216@yahoo.com.ar, maferme@univalle.edu.co
Resumen
En el desarrollo del proyecto Ondas1 titulado “Calidamente” uno de los intereses investiga-
tivos ha sido buscar las conexiones del arte y las matema´ticas, por lo que las teselaciones han
sido uno de los ejes de estudio. Para dar inicio a la indagacio´n se recurre al ana´lisis de las
obras de Escher, siendo de intere´s el estudio de la geometr´ıa transformacional asociada a estas
producciones art´ısticas. De este primer acercamiento surge la creacio´n de nuevos disen˜os de
teselaciones en Ambientes de Geometr´ıa Dina´mica (Cabri Ge´ome`tre II Plus). Como parte de
las reflexiones Dida´cticas del uso de las teselaciones en situaciones de ensen˜anza se analizan
algunas de las aprehensiones figurales y las reconfiguraciones generadas en su construccio´n.
Palabras claves: aprehensiones figurales, Ambientes de Geometr´ıa Dina´mica, geometr´ıa
transformacional y teselaciones.
1. Introduccio´n
Los motivos de indagacio´n hacia las teselaciones surgen de las preocupaciones generadas por el
Proyecto Ondas denominado C¸alidamente”del grupo Matarte, cuyo nombre nace de la unio´n de
tres palabras Cali da mente y Matarte por las iniciales de Matema´ticas y Arte. Con el proyecto
se tiene el interes de mostrarle a la comunidad de la Escuela Normal Farallones de Cali, las
relaciones existentes entre el arte y las matema´ticas, apoya´ndose en su reproduccio´n o creacio´n
de obras de Arte y en el uso de Cabri Ge´ome`tre II Plus.
En el an˜o lectivo 2006-2007, este grupo estaba conformado por dos estudiantes del ciclo com-
plementario, 4 estudiantes de noveno, dos profesores y una asesora. Actualmente lo constituyen
seis estudiantes del grado de´cimo, la asesora y quien escribe.
Las reflexiones alrededor de las teselaciones, permearon la estructuracio´n de uno de los cursos
que se ofrece actualmente en la Universidad del Valle a estudiantes de la ba´sica Secundaria de
la l´ınea de Tecnolog´ıas de la Informacio´n y la Comunicacio´n y Educacio´n Matema´tica (TICEM)
del a´rea de Educacio´n Matema´tica del Instituto de Educacio´n y Pedagog´ıa, en donde adema´s
de reconocer algunos conceptos y procedimientos relacionados con los pol´ıgonos y transforma-
ciones isome´tricas, se miran un poco ma´s a fondo las aprehensiones figurales involucradas en
la produccio´n de las teselas y el papel de los Ambientes de Geometr´ıa Dina´mica en el disen˜o
de situaciones de aprendizaje. Lo expuesto en este documento hace parte de la experiencia con
estos estudiantes.
2. Las teselaciones
Usualmente y en el vocabulario de la mayor´ıa de las personas suele ser desconocido el termino
teselacio´n, mientras que el termino mosaicos esta directamente relacionado con los que conoce-
1Los proyectos Ondas promueven la investigacio´n de los estudiantes en secundaria, brinda´ndoles apoyo fi-
nanciero, un asesor y espacios para mostrar los resultados de sus avances. Estos proyectos son auspiciados por
COLCIENCIAS y las Instituciones Educativas.
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mos como embaldosar superficies planas (pisos). Al relacionar los te´rminos teselaciones y mo-
saicos, inmediatamente se evoca un cuadrado como una de las piezas teselantes. Posteriormente
se dan otros ejemplos de teselas que involucran otros tipos de cuadrila´teros y tria´ngulos.
Y de esa manera, entendie´ndose el termino teselacio´n se inicia la exploracio´n que los lleva a
recurrir a la funcio´n Pol´ıgono regular en Ge´ome`tre II plus, y a las transformaciones geome´tricas
como rotaciones, traslaciones y simetr´ıas para determinar otras teselas. En algunos casos los
estudiantes en vez de utilizar las anteriores transformaciones isome´tricas, crean una macro que
les permite de igual manera teselar, por lo que en las situaciones es necesario especificar la
descripcio´n de la teselacio´n a partir de los movimientos en el plano de las teselas.
En la exploracio´n se encuentra que con algunos pol´ıgonos regulares, no es posible teselar con
esa u´nica pieza, recurrie´ndose a otras pol´ıgonos para cubrir los espacios sobrantes. Para algunos
estudiantes, es necesario utilizar el color para rellenar los pol´ıgonos, y hacer evidente que hay
espacios no cubiertos. En este primer acercamiento surge la definicio´n de teselacio´n regular,
tomada de Tena (2004):
Una teselacio´n se denomina regular si se utiliza un u´nico tipo de pol´ıgono (un solo
tipo de baldosa) y en cada ve´rtice el numero de baldosas que lo rodean es el mismo.
Tales pol´ıgonos pueden ser regulares (en cuyo caso se hablar´ıa de teselacio´n regular
mediante pol´ıgonos regulares) o no (por ejemplo los rombos de cualquier ret´ıculo
plano).
Bajo esta definicio´n toda teselacio´n regular se denota a partir de m, n, en donde m indica el
nu´mero de lados del pol´ıgono base y n el nu´mero de pol´ıgonos que concurren en cada ve´rtice.
Con esta notacio´n y con la medida de los a´ngulos interiores de cualquier pol´ıgono regular, Tena
(2004) presenta la demostracio´n de que los u´nicos tres pol´ıgonos regulares que teselan el plano
son los tria´ngulos, los cuadrados y los hexa´gonos.
Antes de abordar el teorema es necesario reconocer que la expresio´n t = 180◦(m−2)/m determina
la medida de los a´ngulos interiores de cualquier pol´ıgono regular. Para esto se recurre al proceso
de construccio´n de los pol´ıgonos regulares en regla y compa´s, en donde la circunferencia se divide
en un nu´mero de arcos iguales al nu´mero de lados del pol´ıgono regular (Ver figura 1). Por lo
que cada pol´ıgono se puede dividir en un nu´mero de tria´ngulos iso´sceles congruentes, segu´n el
nu´mero de lados del pol´ıgono regular y de esta manera los estudiantes pueden completar una
tabla como la siguiente:
Nu´mero de lados del
pol´ıgono regular (m)
Pol´ıgono
regular
Suma de todos los
a´ngulos interiores del
pol´ıgono regular
Medida de un a´ngu-
lo interior del pol´ıgono
regular
3 Tria´ngulo 180◦ 60◦
4 Cuadrado 360◦ 90◦
5 Penta´gono 540◦ 108◦
6 Hexa´gono 720◦ 120◦
m 180◦(m− 2) 180◦(m− 2)/m
Del ana´lisis de los datos de las columnas tres y cuatro se llega a la obtencio´n de la expresio´n
t = 180◦(m − 2)/m, que determina la medida de los a´ngulos interiores de cualquier pol´ıgono
regular.
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Figura 1. Construccio´n de un penta´gono regular en Cabri Ge´ome`tre II Plus.
Con la anterior informacio´n y con algunas manipulaciones algebraicas, se puede entender el
teorema que presenta Tena (2004):
Las u´nicas teselaciones regulares por pol´ıgonos regulares son las {3, 6}, {4, 4} y {6, 3}
(teselaciones con tria´ngulos, cuadrados y hexa´gonos).
Demostracio´n:
Un pol´ıgono regular de m lados tiene a´ngulos de t = 180(m− 2)/m grados. Si en cada ve´rtice
se encuentran n pol´ıgonos debe tenerse: 180(m− 2)n/m = 360, es decir, la ecuacio´n:
(m− 2)(n− 2) = 4
Ecuacio´n cuyas u´nicas soluciones son las del enunciado, dado que m y n son nu´meros naturales.

Hasta el momento los estudiantes han tenido la experiencia de realizar teselaciones con pol´ıgonos
convexos. Ahora, para realizar teselaciones con pol´ıgonos co´ncavos, se siguio´ la recomendacio´n
de Gutie´rrez (1990), al utilizar las obras de M. Escher como material dida´ctico.
A los estudiantes se les presenta algunas de las obras de Escher, ellos analizan los movimientos
de la tesela y en algunas de ellas se explora la elaboracio´n de la pieza teselante. Los detalles y
el color de la tesela hace que tomen formas, estos elementos motivan a los estudiantes a crear
teselas con formas de animales o cosas.
Figura 2. Algunas de las teselaciones de M. Escher
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Una de las recomendaciones de Gutie´rrez (1990, p.1) es la de iniciar un trabajo pra´ctico, meca´nico
en el aprendizaje de las isometr´ıas. Para que luego, en una etapa posterior, se pueda volver
sobre el mismo tipo de actividades pero desde una perspectiva ma´s formal, haciendo un ana´lisis
matema´tico de co´mo esta´n construidos los cubrimientos, que elementos hay que utilizar, que
elementos intervienen.
Teniendo en cuenta lo anterior, una vez los estudiantes conocen y analizan algunas de las obras
de Escher, se inicia un trabajo con cartulina, regla y tijeras para generar piezas teselantes de
pol´ıgonos co´ncavos, antes de trabajar con Cabri Ge´ome`tre II Plus. Este proceso de elaboracio´n
de teselas abre la puerta al estudio de las aprehensiones figurales y las reconfiguraciones.
3. Aprehensiones figurales
Duval (1998) afirma que una figura puede dar lugar a diferentes tipos de aprehensio´n de natu-
raleza diferentes: aprehensiones perceptivas, operatorias y discursivas. Y que en algunos casos
estas formas de discriminacio´n se subordinan unas a las otras, se relacionan y en otros se oponen.
En la tesis de Mesquita (1989) se presenta con detalle cada una de las anteriores aprehensiones.
A continuacio´n se realiza una breve descripcio´n:
Aprehensio´n perceptual: es la aprehensio´n automa´tica e inmediata de la figura. Este
tipo de aprehensio´n es independiente del enunciado y se clasifica en global y anal´ıtica.
Ejemplo:
Aprehensio´n global: Esta figura puede ser vista como un
tria´ngulo mayor que tiene superpuesto un tria´ngulo menor.
Aprehensio´n anal´ıtica: o puede ser determinada co-
mo cuatro tria´ngulo pequen˜os unidos por sus lados.
Aunque ambas son dos maneras diferentes de ver la figura de la columna de la izquierda,
solo la segunda determinar´ıa una teselacio´n, ya que en la aprehensio´n global, el tria´ngulo
de menor a´rea superpuesto en el mayor estar´ıa recubriendo el tria´ngulo mayor y no el
mismo plano que recubre el tria´ngulo mayor. En las teselaciones, se estar´ıa fortaleciendo
una aprehensio´n anal´ıtica de las figuras.
Aprehensio´n operatoria: Se centra en las modificaciones posibles de una figura, dan-
do lugar a reconfiguraciones intermediarias, es decir reagrupamientos de subfiguras que
permitan tratamientos. Estas modificaciones pueden son:
• Mereolo´gicas: Consiste en ver las partes de la figura para poder reconfigurarla. Estas
partes son obtenidas al agregar un trazo y conseguir una nueva totalidad.
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• Conjuntistas: Las partes toman un estatus de elemento constitutivo de un todo. A
diferencia de la mereolo´gica al separar un elemento del todo desaparece la aprehensio´n
del todo inicial.
• O´pticas: Consiste en transformar una figura reducie´ndola, agranda´ndola o deforma´ndola.
Este tipo de aprehensio´n puede significar un cambio del estatus de la figura
• Posicionales: Concierne a la ubicacio´n y al lugar que ocupa la figura dentro de un
medio. Frecuentemente son rotaciones o traslaciones.
En la elaboracio´n de teselas que sean pol´ıgonos co´ncavos propuestas a los estudiantes,
se generan aprehensiones mereolo´gicas y posicionales. Al descubrir la pieza inicial que dio
origen a una tesela que sea un pol´ıgono co´ncavo, o elaborarla en papel o en Cabri Ge´ome`tre
II Plus requiere de trazos adicionales y movimientos de subfiguras.
Una de las tareas propuestas a los estudiantes en el que se evidencian aprehensiones ope-
ratorias, fue la de elaborar algunas teselaciones que se encuentran en Internet, cuyos pro-
cedimientos no se explican de manera detallada. Por otra parte, los pasos para generar
la tesela parecen haber sido elaborados a mano alzada, sin anexar ningu´n enunciado. Los
estudiantes que calquen la figura final para realizar la tesela en cartulina y que no siguen
los procedimientos, no logran realizar la teselacio´n porque el molde no encaja. Esta cons-
truccio´n se convierte para los estudiantes en un problema, al tratar de descifrar algunos
de los procedimientos que no aparecen expl´ıcitos2.
En la determinacio´n de una aprehensio´n operatoria se hace mencio´n de las reconfigura-
ciones, entie´ndase este proceso como un tratamiento que consiste en la divisio´n de una
figura en subfiguras, que en su comparacio´n y en su reagrupamiento eventual genera una
figura de un contorno global diferente (Marmolejo y Vega, 2002). Cada vez que se genera
una pieza teselante que sea un pol´ıgono co´ncavo a partir de un pol´ıgono convexo que tesela
se esta generando un proceso de reconfiguracio´n.
Aprehensio´n figural secuencial: Esta ligada al orden de construccio´n de una figura. Por
ejemplo: Una figura en forma de L, puede ser determinada como
Tres cuadrados unidos por sus lados o como
Un cuadrado al que se le quita un cuadrado que corresponde a su cuarta parte.
Figura 3. Aprehensio´n secuencial
Esta aprehensio´n indica que cada vez que al estudiante se le expone un manera de construir
una tesela, dicho procedimiento determina una manera de verla.
2La pa´gina en mencio´n es http://centros5.pntic.mec.es/sierrami/dematesna/demates12/dematesna0001/opciones
/MundoTeselaciones
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Aprehensio´n discursiva: es inseparable de la sema´ntica de los objetos matema´ticos y de una
axioma´tica local. La aprehensio´n de la figura tiene que ver con las propiedades mencionadas
en el enunciado y no con su trazado. En una de las situaciones propuestas, se les indica a
los estudiantes construir una teselacio´n utilizando como u´nica tesela un penta´gono cuyos
lados son iguales pero que no es un pol´ıgono regular. Adicional a la informacio´n se le
anexa la imagen de la teselacio´n tomada de Minerva y Codina (2004). En esta situacio´n el
enunciado y la imagen aportan informaciones complementarias y diferentes que les permite
realizar la tarea.
Figura 4. Penta´gono no regular cuyos lados son de igual medida (teselacio´n del Cairo)
4. Algunos teselaciones en Cabri Ge´ome`tre II Plus
Es innegable que el proceso de realizacio´n de teselaciones juega un papel importante las dife-
rentes aprehensiones figurales y las reconfiguraciones. Tambie´n es necesario aclarar, que antes
de trabajar en Cabri Ge´ome`tre II Plus, la experiencia del uso de cartulina, tijeras y regla para
elaborar la pieza teselantes de pol´ıgonos co´ncavos y su teselacio´n utilizando esta´ u´nica pieza,
permitio´ entender su proceso de construccio´n, que no es tan fa´cil como en las teselaciones cuyas
teselas son pol´ıgonos convexos.
Para elaborar una tesela que sea un pol´ıgono co´ncavo en Cabri Ge´ome`tre II plus, se utiliza
un pol´ıgono convexo que permita realizar una teselacio´n, como un tria´ngulo. En la figura 5 se
presenta un tria´ngulo equila´tero, que a partir del punto medio de la mitad de uno de los lados
se elabora un tria´ngulo equila´tero, este tria´ngulo se rota 60◦ con respecto al punto O. La mitad
del tria´ngulo equila´tero de la derecha, es lo que se le va a quitar al tria´ngulo mayor y se va a
colocar por fuera de la regio´n de este tria´ngulo. As´ı que utilizando pol´ıgono se recubre el nuevo
contorno y se ocultan los tres tria´ngulos. La figura final es un pol´ıgono co´ncavo con igual a´rea
del tria´ngulo equila´tero inicial.
Figura 5. Elaboracio´n de una tesela que es un pol´ıgono co´ncavo.
Con esta pieza se inicia la teselacio´n, realizando rotaciones de 60◦ con relacio´n al punto O.
Finalizadas las rotaciones se observa que seis piezas forman un hexa´gono regular, para continuar
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la teselacio´n se siguen formando hexa´gonos, para ello se realiza una simetr´ıa axial de una las
teselas para continuar con el primer procedimiento (ver figura 5).
A continuacio´n se presentan algunas de las teselaciones que han realizado los estudiantes en Cabri
Ge´ome`tre II Plus. Adema´s de producir la teselacio´n los estudiantes describen el procedimiento
que realizaron.
Figura 6. Algunas de las teselaciones elaboradas en Cabri Ge´ome`tre II Plus
5. Consideraciones finales
Las teselaciones brindan un contexto diferente a lo que usualmente se propone para el estudio
de las propiedades de los pol´ıgonos y de las transformaciones isome´tricas como las rotaciones,
translaciones y simetr´ıas. Esta tema´tica permite conocer obras de Arte como las de Escher, de
cuyos ana´lisis se pueden obtener elementos para la elaboracio´n de las teselaciones que motiva
a los estudiantes a crear. Lo presentado son algunas reflexiones que han surgido del trabajo de
la construccio´n de teselaciones en cartulina y Cabri Ge´ome`tre II Plus que espera sean fuente
para el disen˜o en el aula. Es importante destacar las diferentes aprehensiones figurales que se
generaron en las situaciones propuestas.
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